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166 CAPITOLO 5. ONDE E PARTICELLE

9.2 Interferenza con elettroni

Questa onda, la cui velocitd ¢ maggiore di ¢, non pud corrispondere a un,
trasporto di energia; la considereremo solamente come un’onda fittizia
assoctata al moto della particella.

Louis de Broglie

A causa di queste somiglianze tra lg diffusione di elettroni dg parte del
cristallo e la diffusione di onde da parte di reticoli tri - e bidimension-
ali, una descrizione della occorrenza e del comportamento di raggi ds
daiffrazione di elettroni in termini di una equivalente radiazione ondula-
toria da parte degli atomi del cristallo, e la loro sussequente wnterferenza,
non solo é possibile, ma ¢ lg pit semplice e naturale. Questo implica
Passociazione di una lunghezza d’onda al fascio di elettrons incidente, e
questa lunghezza d’onda appare in accettabile accordo con il valore h/muv
della meccanica ondulatoria, la costante d’azione di Planck diwisa per la
quantita di moto dell’elettrone.

Clinton Davisson and Lester Cermer

Nel 1923, Louis de Broglie propose di associare ad una particella di
massa m un’onda fittizia* la cui lunghezza d’onda ) & legata alle proprieta
della particella dalla relazione:

A=—
D

dove h & la costante di Planck e p la quantitd di moto della particella. La
proposta di de Broglie ha progressivamente condotto ad una, descrizione
del comportamento delle particelle mediante un formalismo ondulatorio:
la meccanica quantistica ondulatoria di Schrédinger ne & un esempio.

*Questo & il termine usato da De Broglie. Il lavoro di De Broglie cui ci riferiamo
(‘Ondes et quanta’, Comptes Rendus, 177, (1923), 507 - 510) & consultabile in rete:
http://www.davis-inc.com/physics /index.shtml
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Figura 5.22: esperimento di interferenza con elettroni, analogo a quello con
onde elettromagnetiche attraverso due fenditure. Si veda il testo.

Nel 1926, Davisson e Germer ottennero figure di diffrazione facen-
do diffondere un fascio di elettroni dg cristalli di nichel.> Successiva-
mente (1928), G. P. Thomson, figlio di J.J. Thomson, produsse figure di
diffrazione facendo passare un fascio di elettroni attraverso sottili fogli
di metallo. Come indicato nel brano dj Davisson e Germer riprodotto
all'inizio, & possibile descrivere i fenomeni di diffrazione degli elettroni
usando l'ipotesi di de Broglie e il modello di Bragg.

E’ tuttavia interessante usare anche la descrizione della meccanica
quantistica secondo la formulazione dei cammini di F eynman.5 Conside-
riamo una disposizione sperimentale analoga a quella delle due fenditure
discussa per la radiazione elettromagnetica (figura 5.22): la sorgente di
luce & sostituita da una sorgente di elettroni aventi tutti approssimativa-
mente la stessa energia e quantita di moto e lo schermo & di natura tale
da poter rivelare l'arrivo degli elettroni.

La descrizione si basa sui seguenti postulati:

A) La probabilita che un elettrone, dopo aver lasciato la sorgente S,
arrivi nel punto R dello schermo & data dal quadrato del modulo

®Si veda la citazione all'inizio di questa sezione.
8Questa trattazione & ripresa da: R. Feynman, R. Leighton, M. Sands, The Feyn-
man lectures on Physics, vol. II p. 15 - 7, 15 - 14, Addison - Wesley, 1989.
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di un numero complesso Ce™® detto ampiezza di probabilits. Siano
Cpe®4 e Cpe#s e ampiezze di probabilitd associate a] cammino
SAR e SBR, rispettivamente.

B) La probabilitd che un elettrone giunga nel punto R dello scher-
mo attraversando la fenditura A quando P'altra & chiusa & data
dal quadrato del modulo dell’ampiezza di probabilitd relativa al
cammino SAR, cioe da C,42. Analogamente, la probabilita che
un elettrone giunga nel punto R dello schermo attraversando la
fenditura B quando l'altra & chiusa, & data dal quadrato del mod-

ulo dell’ampiezza di probabilit relativa, a] cammino SBR, ciod da
Cg?2.

C) La probabilita che un elettrone giunga nel punto R dello schermo
quando entrambe le fenditure sono aperte e data dal quadrato del
modulo della somma delle ampiezze relative ai due cammini SAR

e SBR.

Quando entrambe le fenditure sono aperte, la probabilita che un elettrone
arrivi nel punto R dello schermo dipende dalla loro differenza di fase
0 = ¢4 — ¢p. Infatti si ha

P = |(Cae® + Cpe's)[* = C2 + O3 + 204 Cp cos §

Indicata con \ = h/p la lunghezza d’onda associata alle due ampiezze
di probabilita (p & la quantita di moto lineare degli elettroni), si ottiene,
procedendo come nel caso della radiazione elettromagnetica, che la dif-

ferenza di fase tra due cammini simmetrici rispetto alle due fenditure &

data da:

0= 2/\—7Tdsin9

Se si suppone che sia Cy = Cp si ottiene infine:

dsin@
P=4 cos? 225

Il secondo membro di questa equazione & identico al termine che compare
al secondo membro dell’equazione (5.11) ricavata a suo tempo per le onde
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elettromagnetiche e dovuto a due strisce omologhe delle due fenditure.
Abbiamo cosi indicato come si possa pervenire, per la diffrazione di elet-
troni, a formule analoghe a quelle ottenute per le onde elettromagnetiche.

La descrizione in termini di ampiezze di probabilitd pud essere appli-
cata anche ai fotoni. Le due descrizioni dell’interferenza luminosa, clas-
sica (elettromagnetismo) e quantistica (ampiezze di probabilitd), sono
strutturalmente identiche: entrambe utilizzano un formalismo di tipo
ondulatorio per descrivere il comportamento statistico di particelle. La
tabella 5.1 mostra le corrispondenze tra le due descrizioni.

| Classica | © | Quantistica ]
A=cfv & | A=h/p
Campo elettrico £ < | Ampiezza di probabilitd n = Ce*®
E=EA+E3 < | N=nNa+ns
Densita di energia o« £? | < | Probabilita o [n]?

Tabella 5.1: descrizione classica e quantistica, dell'interferenza della radiazione
elettromagnetica.

5.3 Onde e particelle

In altri termini non c¢i sono indicazioni incontrovertibili
perché le particelle, microcomponenti della materia, anche ql-
la luce della loro descrizione quantistica, non possano essere
considerate dei veri e propri corpuscoli e non delle onde. E’
necessario sottolineare questo punto, apparentemente ovvL0,
dal momento che anche nel mondo scientifico é diffusa la con-
vinzione che tali particelle debbano essere considerate contem-
poraneamente come corpuscoli e come onde.

Piero Caldirola



170 CAPITOLO 5. ONDE E PARTICELLE

Nella letteratura fisica (ma non solo) si trovano lunghe discussioni sul
concetto di onda e di particella e sul cosiddetto dualismo onda - particel-
la. Se si parte dal presupposto, suggerito dall’intera conoscenza acquisita,
che la natura & discreta, allora si deve concludere che nel mondo esistono
due tipi particelle: quelle dotate di massa non nulla (per esempio gli
elettroni) e quelle prive di massa (per esempio i fotoni). Le teorie svilup-
pate per descrivere il loro comportamento, siano esse teorie considerate
classiche (come la teoria elettromagnetica di Maxwell - Lorentz) o quan-
tistiche (come quella che utilizza il concetto di ampiezza di probabilita),
non descrivono il comportamento di una singola particella: esse, usan-
do concetti e formalismi tipici delle descrizioni ondulatorie, predicono il
comportamento statistico di molte particelle.

In letteratura & diffusa 'opinione secondo cui la descrizione quan-
tistica dell’esperimento delle due fenditure presenta elementi di novita
rispetto alla descrizione classica, con riferimento al fatto che la teoria,
non ¢ in grado di stabilire attraverso quale fenditura passino i fotoni
(o gli elettroni). Una caratteristica analoga & presente nella descrizione
basata sull'elettromagnetismo. Infatti:

a) La predizione della distribuzione dell’energia sullo schermo & una
conseguenza diretta della regola di sovrapposizione vettoriale dei
campi, implicita nelle equazioni di Maxwell. In un generico pun-
to R dello schermo, si sommano i campi elettrici delle porzioni
d’onda provenienti dalle due fenditure A e B: I'energia depositata
nel punto R risulta proporzionale al quadrato del campo elettrico
risultante.

b) Supponiamo che R sia un punto di buio, cioé¢ un punto in cuj i
campi elettrici si sommano in modo da dare un risultante nullo. I
campi, provenienti da A e da B si incontrano in R, interferiscono
e si annullano. Dove & finita I'energia associata alle due porzioni
d’onda (ai due campi)?

¢) Supponiamo che R sia un punto di massima luce: i campi si som-

mano in modo tale da dare Es = EA + EB = QEO, Se si assume
che I'ampiezza delle due onde in R sia la stessa ed uguale ad FE,.
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L’energia depositata in R & in questo caso proporzionale a 4E?,
mentre I'energia associata a ciascuno dei due campi interferenti

& proporzionale a EZ: da dove proviene l'eccesso di energia pro-
porzionale a 2E2?

La teoria prevede correttamente quale ¢ il valore dei campi in un generico
punto dello schermo e quale ¢ la distribuzione di energia sullo schermo:
non & invece in grado di descrivere quale sia il percorso dell’energia tra
le due fenditure e lo schermo e, quindi, quale sia il percorso dell’energia
tra la sorgente e lo schermo. Si noti infine come, introducendo l'ipotesi
ad hoc secondo cui la probabilita che un fotone arrivi nel punto generico
R dello schermo & proporzionale al rapporto fra l'intensita nel punto R
e l'intensita totale sullo schermo, la teoria di Maxwell - Lorentz acquista
le stesse capacita predittive della descrizione quantistica.

9.4 Effetto Doppler: II
9.4.1 Onde piane

Nella trattazione dei fenomeni elettromagnetici nel vuoto basata sul for-
malismo relativistico si mostra che I'insieme delle quattro grandezze (w/c,
k1, k2, ks) costituisce un quadrivettore K, detto quadrivettore d’onda: le
sue componenti si trasformano quindi, passando da un SRJ ad un altro,
come le coordinate (ct,z,y, z) del continuo spazio - temporale. Si con-
sideri ora un’onda luminosa piana osservata nel sistema di riferimento
K' e descritta dal quadrivettore /. Si supponga, per semplicita, che
la direzione di propagazione dell’onda giaccia nel piano (z/,v’); sia @'
I'angolo che il vettore d’onda tridimensionale k' forma con 'asse 2’ . Le
componenti di K’ sono allora:

~

w
/ p— S
K =
c
/
w
Ky = —cost
c
w/
K, = —sind
c
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Si ha pertanto:

Ky = T'(Ky+ BK)) (5.19)
Ki = T(C,+ BK.) (5.20)
B = X (5.21)
Ky = K (5.22)

Siccome K3 = k3 = 0, anche nel sistema di riferimento K la direzione di
propagazione dell'onda giace nel piano (z,y). Dalla (5.19) si ottiene:

w=Tw'(1+ Bcosf) (5.23)
e dalla (5.20), tenendo conto della (5.23):

B+ cos®’

v, G = 1+ Bcos?

Da quest’ultima equazione & possibile dedurre (cambiando le grandezze

accentate con quelle non accentate, e viceversa, e sostituendo —B a B)

che:
, _ cosf—B
cosd = m (524)

La (5.23) diventa allora:

VB
1— Bcosf

Questa equazione descrive effetto Doppler nel caso di onde periodiche.
Si noti che, prescindendo dalla pulsazione ', tutte le grandezze che vi

compaiono sono relative all’osservatore K: il cosiddetto effetto Doppler
trasversale corrisponde al caso in cui § = 7/2.

W= (5.25)

5.4.2 Fotoni

Si osservi che la derivazione svolta nella precedente sezione pud essere
applicata, con le opportune varianti, anche al caso dei fotoni trattati
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come particelle relativistiche cui si associa il quadrivettore energia - im-
pulso P = Ak = (E/c,p) con E = hv e |p] = hv/c. Si vede dunque
che, all'interno dell’approccio adottato, la descrizione della radiazione in
termini di onde o di fotoni conduce allo stesso risultato: questo, peraltro,
coincide con quello ottenuto mediante 'esperimento ideale con lampi di
luce periodicamente intervallati. E’ essenziale rendersi conto che i tre
casi trattati hanno in comune il fatto che viene ignorato il processo di
emissione da parte della sorgente.



5.4.4 Fotoni emessi da atomi o da nuclei

Quando si prende in considerazione il processo di emissione della radia-
zione da parte della sorgente, non si puo prescindere dal fatto che tale
processo ¢ discreto e direzionale. Si consideri Pemissione di un fotone da
parte di un atomo in moto rispetto al sistema, di riferimento dell’apparato
di misura (figura 5.24). Siano:

e £y, E, I'energia a riposo dell’atomo prima e dopo I’emissione;
® vy, V2 la velocita dell’atomo prima e dopo ’emissione;

e 01, 63 'angolo che la velocitd dell’'atomo forma con la direzione dj
propagazione del fotone prima e dopo 1’emissione.
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LT .
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A /’,-" Yy,

Figura 5.24: emissione di un fotone da parte di un atomo in moto.

Si noti che le velocita, gli angoli e la direzione di propagazione del fotone
sono valutati nel sistema di riferimento dell’apparato di misura e che la
geometria del processo & planare (piano 2.2

La conservazione dell’energia richiede che:

hy = ’Y]_El = ’72E2 (528)
e quella della quantita di moto:
E E. hv
716—21111 cosf; = 720—22112 cos 05 + - (5.29)
E.
" Z}vl sinfy, = c—jvg sin 6, (5.30)

dove, al solito, v; = 1//1 — v2/c?, i = 1,2. Dalla (5.28) e dalla (5.29) si

ottiene:

’)/]_El (l o U—;COS 91) = ’YQEQ <1 — U—CZ COS 02) (531)

®La trattazione che segue si basa sul lavoro di E. Schrédinger: ‘Dopplerprinzip und
Bohrsche Frequenzbedingung’, Physikalische Zestschrift, 23 (1922), 301 - 303.

All'indirizzo http://matsci.unipv.it /persons/antoci/mq/ Schroedinger22.pdf, si tro-
va una sua traduzione italiana.
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Ponendo:
0 = <1 = %cos (91) i=1,2 (5.32)
la (5.31) diventa:
1By = 03, (5.33)
Inoltre, ponendo: .
. Slcn b 19 (5.34)

la (5.30), dopo aver moltiplicato entrambi i suoj membri per ¢, diventa;
V1 By = o B,y (5.35)

Elevando al quadrato la (5.32) e la (5.34) e sommando successivamente
membro a membro si ottiene:

e v; v2
@2 +9f = y2 (1 + c—;coszei — 2EZ cosf; + c—;s inzéi)
Questa equazione pud essere riscritta, cosi:
o Y =y [%- <1 - %cosez) + % (1 = %cos@i)J + 92 (Z—fj - 1)

che, risolta per ; (tenendo conto della espressione di ¢; e di v;), da:

142 4 g2

=1,2 5.36
2¢p; ’ ’ ( )

%

L’equazione di conservazione dell’energia (5.28) si scrive allora, usando

la (5.36), la (5.33) e la (5.35):
o (15_1 _ @)
2\p1 o2
Questa equazione pud anche essere scritta nella forma:

_1E12—E§_1E§—E§

hy = =
2 EISOI 2 EZQDQ
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od anche nella forma:

h R (5.37)
V= o
V0192 2¢/ B Ey
Se ora si pone: ) )
* El — E2
" /BT (538)
si ottiene infine, dalla (5.37):
1
@ =" (5.39)

- \/’Yl [1 = (v1/c)cosby] x o [1 — (v2/c) cos 6]

La (5.39) sembra indicare che la frequenza osservata dipende dalle velo-
cita dell’atomo prima e dopo I'emissione. Cid non & ragionevole perché,
fissata la velocity iniziale dell’atomo, la sua velocita finale dipendera
soltanto dal processo di emissione del fotone e quindi dallo scambio di
energia e quantita di moto tra atomo e fotone. Usando I, (5.31), 1a (5.39)

diventa;:
v* V1—1v3/c?

V=
E,/E, 1~ (v1/c)cosb,

Quest’ultima, usando la (5.38) e ponendo E;, — Ey = AE , si riduce a:

_AE (1 AE> V1=

g h C2F ) 1= (v1/c) cos 6,

Se ora si pone:

AFE AF
Si ottiene:
L 5.41
V—Vol—(vl/c)cosel 541

La (5.40) rappresenta la frequenza misurata da un osservatore rispetto
a cul la sorgente & in quiete prima dell’emissione del fotone e stabilisce
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la relazione tra questa frequenza e la differenza di energia dei due livelli
quantici tra i quali avviene la transizione atomica o nucleare: quando
AE < Ey, risulta vy ~ AE/h. Si confronti ora la (5.41) con la (5.25),
riscritta in termini di frequenze:

/1 — )2 /-2
9= V/l\v/c (5.42)

1—(v/c)cosf
Come si & visto, la (5.42), pud essere ricavata considerando la propaga-
zione di un’onda elettromagnetica piana o la propagazione di un fotone.
In entrambi i casi si confrontano le frequenze misurate dai due osser-
vatori in moto relativo prescindendo dalla sorgente. La trattazione alla
Schrédinger descrive completamente il fenomeno perché tiene conto dells
sorgente.

Il termine AE2/2F; rappresenta P'energia di rinculo dell’atomo
durante I’emissione; trascurando il termine AE nel calcolo di E;
si ha che I'energia di rinculo & di 3.49 x 10~2 e}/ per I’emissione
da parte di un atomo di idrogeno di un fotone corrispondente alla
riga a 486.133nm e di 4.67 x 10~2¢V per Pemissione di un fo-
tone gamma di 129 KeV da parte di un nucleo di 19177, Nel €aso
dell’atomo di idrogeno, 'energia di rinculo & trascurabile rispetto
alla larghezza naturale della riga: il fotone emesso pud quindi es-
sere riassorbito da un altro atomo di idrogeno. Nel caso dell’!%1 [
invece, 'energia di rinculo & grande rispetto alla larghezza natu-
rale della riga e, quindi, il fotone non puo essere riassorbito da un
altro nucleo di Iridio.

Questa trattazione si applica anche al caso dell’assorbimento. Le equa-
zioni di partenza sono:

hv = v Ey — v Ey

hv E

El 2
1=5 V100801 + — = ~Y——=v5c0s0,
na c i

1 00, — 2 in 6
’Ylgvlsm 1 = 720—2U251I1 2
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dove, al solito, v; = 1/,/1 — v}/, i =1,2. La relazione finale &:

/1 —=v?/c2

e (v1/c) cos 6,

AFE AFE

=22 (14 E> (5.43)
Nel caso dell’assorbimento hvo rappresenta 1'energia che un fotone deve
avere per essere assorbito da un atomo la cui velocitd iniziale (prima,
dell’assorbimento) & nulla. Sinoti infine che la, grandezza E4 ha valori di-
versi nel caso dell’emissione e dell’assorbimento. Nel caso dell’emissione,
E, & lenergia a riposo dell’atomo eccitato; nel caso dell’assorbimento, £,
¢ l'energia a riposo dell’atomo non eccitato.

Secondo la trattazione svolta, l'effetto Doppler & una conseguenza
della discretezza del processo di emissione e di assorbimento da parte
di un atomo e delle leggi di conservazione della dinamica relativistica.
In particolare, nel processo di emissione, all’energia acquisita, (persa) dal
fotone - rispetto all’energia quantica AE - corrisponde un’eguale diminuy-
zione (aumento) dell’energia cinetica, dell’atomo; nel processo di assorbi-
mento, ’atomo puo assorbire un fotone con energia minore (maggiore) di
quella corrispondente al salto quantico AE, purché esso perda, (acquisti)
una corrispondente quantita di energia cinetica.

Nel caso in cui I’atomo emittente o assorbente si trovi in un campo
gravitazionale di potenziale ¢, le frequenze 1y date dalla (5.40) e dalla
(5.43) avranno I’espressione (si veda a pagina 75):

AFE < Z.\E) ] 2¢

c2

dove, questa volta;

che, per campi gravitazionali deboli (¢ < ¢?) assume la forma:

UO%SQ—@(l:Eﬁ) (1-%—2)
h
dove il segno (—) corrisponde all’emissione ed il segno (+) all’assorbi-

mento. (Si ricordi che E; ha un valore diverso a seconda, che si tratti di
emissione o di assorbimento).
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Nota

Nel suo articolo, Schrédinger si ferma all’equazione (5.39), con v* data
dalla (5.38). Come si vede, la (5.39) & simmetrica nelle velocit, V1, Vg
dell’atomo prima e dopo 'emissione. Tuttavia, la simmetria matematica
e rotta dalla asimmetria fisica: come abbiamo osservato sopra, la velo-
cita dell’atomo dopo l'emissione & determinata dalla, sua velocitd prima
dell’emissione e dalle caratteristiche del processo di emissione (1'energia
quantica AE messa in gioco). Ovviamente, Schrédinger era ben con-
sapevole di questo: sorprende, quindi, che egli si sia fermato alla (5.39).
L’articolo di Schrédinger & stato rapidamente dimenticato; quando, nel
1924 Debye e Compton useranno equazioni di conservazione dell’energia
e della quantita di moto analoghe a quelle usate da Schrédinger, essi non
lo citeranno. Le equazioni (5.40) e (5.43) sono oggi comunemente usate
per tenere conto dell’energia di rinculo dell’atomo durante i processi di
emissione e di assorbimento di fotoni: tuttavia, l'origine di queste for-
mule si & persa nel tempo e la trattazione dell’effetto Doppler luminoso
basata sui fotoni & assai rara.



9.3 Polarizzazione e fotoni

Le proprieta di polarizzazione della luce sono state finora, discusse nell’am-
bito della descrizione ondulatoria. Essendo la luce costituita da fotoni,
questi devono possedere proprieta connesse ai fenomeni di polarizzazione
delle onde. I fotoni emessi da un atomo (mediante una transizione di dipo-
lo elettrico o di dipolo magnetico) possiedono un momento angolare +hf
(intrinseco o di ‘spin’) diretto lungo la direzione di propagazione (+) o in
direzione opposta (—). Questa proprieta dei fotoni pud essere considera-
ta come dovuta alla conservazione del momento angolare in un sistema
isolato e dalla regola di selezione per le transizioni di dipolo elettrico o di
dipolo magnetico: sono permesse solo le transizioni con A] — +1 o con
Am = %1, rispettivamente (I & il numero quantico azimutale ed m quello
magnetico), cioé solo quelle transizioni in cui la componente, lungo una
direzione arbitraria, del momento angolare dell’elettrone che compie la
transizione varia di +#.

D’ora innanzi, indicheremo il momento angolare intrinseco dei fotoni
con il termine di spin per distinguerlo dal momento angolare orbitale
associato ad un’onda e, indirettamente, ad un fotone (si veda la sezione

9.3.3).
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Consideriamo una sorgente luminosa, costituita da un numero di ato-
mi statisticamente significativo che emettono fotoni mediante una tran-
sizione di dipolo elettrico: il 50% dei fotoni emessi ha lo spin diretto
lungo la direzione di propagazione (questi fotoni si dicono polarizzati cir-
colarmente in senso destrorso, | R >); il restante 50% ha lo spin diretto
in direzione opposta (questi fotoni si dicono polarizzati circolarmente in
senso sinistrorso, | L >).3

Se un fotone & polarizzato | R >, non & polarizzato | L >; e vicever-
sa: 1 due stati di polarizzazione considerati si escludono reciprocamente.
Analogamente, si escludono a vicenda i due stati di polarizzazione | z >
e |y >, dove |z > e |y > denotano due stati di polarizzazione rettilinea
lungo due direzioni perpendicolari. Dal punto di vista operativo, se un
fotone ha attraversato un Polaroid la cui direzione privilegiata & paral-
lela all'asse z o y, il fotone, dopo il Polaroid, & polarizzato |z > o ly >,
rispettivamente; un fotone |z > o |y > non possiede momento angolare.

La descrizione quantistica della polarizzazione di un fotone utilizza
il formalismo tipico della descrizione di un sistema fisico che puo pre-
sentarsi in due stati reciprocamente escludentesi. Scriveremo le formule
quantistiche basandoci sull’analogia con la polarizzazione di un’onda elet-
tromagnetica, sottolineando tuttavia che queste formule possono essere
scritte partendo dai postulati della meccanica quantistica.

Indichiamo con |z > e |y > gli stati di polarizzazione rettilinea di un
fotone lungo due direzioni perpendicolari z,y e con |R>e|L>1idue
stati di polarizzazione circolare. Possiamo allora scrivere:

IR> = %(lw—um

(9.28)

1
|L> = E(|a:>+z’fy>)

dove +i = +e"/2 introduce i necessari sfasamenti tra le due polariz-
zazioni rettilinee. Le equazioni precedenti non sono state rigorosamente
scritte per analogia: abbiamo infatti introdotto il fattore 1 /+/2 perché,

3In molti testi la definizione di polarizzazione destrorsa e sinistrorsa & scambiata,
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come vedra pil avanti, la somma dei quadrati dei coefficienti delle com-
binazioni lineari (9.28) deve essere uguale ad 1.

Osserviamo intanto che, sommando e sottraendo membro a membro
le due equazioni precedenti, si ottiene:

25 = %(|R>+|L>)
1 (9.29)
ly> = iﬁ(lR>—|L>)

Le (9.29) descrivono lo stato di polarizzazione rettilinea del fotone lungo
T e y, rispettivamente, in funzione degli stati di polarizzazione circolare.
Un fotone pud dunque presentare tre distinti stati di polarizzazione:
circolare destrorsa, circolare sinistrorsa e rettilinea. Uno stato di po-
larizzazione circolare pud essere descritto come sovrapposizione di due
stati di polarizzazione rettilinea; viceversa, uno stato di polarizzazzione
rettilinea pud essere descritto come sovrapposizione di due stati di po-
larizzazione circolare. Si osservi come lo stato di polarizzazione di un
fotone sia descritto mediante un formalismo che utilizza anche fattori di
fase, similmente a quanto abbiamo gia visto a proposito dei fenomeni di
interferenza descritti in termini corpuscolari (si veda la sezione 5.2).

In generale, si deve distinguere tra le proprieta di polarizzazione dei
fotoni e quelle dell’onda (descrivente un insieme statisticamente significa-
tivo di fotoni): lo stato di polarizzazione di un’onda, dipende dallo stato
di polarizzazione dei fotoni ma & diverso, in generale, da quello dei fotoni
che essa descrive. Per esempio, la sovrapposizione di due fasci coerenti
di eguale intensita di fotoni circolari detrorsi e sinistrorsi e descritta da
un’onda polarizzata rettilineamente.

9.3.1 Polarizzazione dei fotoni

Supponiamo che un fascio di fotoni polarizzati circolarmente in senso de-
strorso incida su un Polaroid ideale la cui direzione privilegiata coincide
con l'asse z: indicheremo tale Polaroid come “Polaroid z”. La polariz-
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zazione di un fotone incidente & descritto dalla:
1
R>=—(lz>—i|ly> 9.30
| \/§(l |y >) (9.30)

La (9.30) & letta in meccanica quantistica nel modo seguente:

* Lo stato di polarizzazione circolare destrorsa di un fotone & rappre-
sentabile come una opportuna combinazione di due stati di polariz-
zazione lineare lungo due direzioni mutuamente perpendicolari. Il
termine opportuna si riferisce al fatto che nella (9.30) deve essere
inserito il fattore di fase —1, nonché il fattore di normalizzazione

1//2.

e La probabilita che un fotone | R > attraversi un Polaroid z & data

dal quadrato del coefficiente di |z > nella (9.30). Essa & uguale ad
1/2.

Ne segue che ogni fotone | R > ha probabilita 1 /2 di attraversare un Po-
laroid z; pertanto, I'intensita del fascio di fotoni polarizzati | R > viene
dimezzata dal Polaroid z. Questa predizione coincide con quella della
descrizione ondulatoria. Infatti, 'intensita di un’onda plana polarizzata,
circolarmente in senso destrorso & proporzionale a 2E3, dove Fj & il va-
lore massimo del campo elettrico delle due onde polarizzate linearmente
che ‘la compongono’. Di queste due onde, solo quella polarizzata lun-
go 'asse z, la cui intensita & proporzionale a EZ, attraversa il Polaroid
T, mentre 'altra viene completamente assorbita: l'intensits trasmessa &
quindi dimezzata rispetto a quella incidente.

Come abbiamo gi3 osservato in precedenza a proposito dei fenomen;
di interferenza, anche la descrizione ondulatoria (elettromagnetica) & in
grado di predire la sorte di un singolo fotone: & sufficiente introdurre
l'ipotesi ad hoc secondo cui la probabilita che un fotone attraversi il
Polaroid z & data da

E 1

P=39E2 73

Considerazioni analoghe valgono anche per un fascio di fotoni | L >.
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Se il fascio di fotoni incidente sul Polaroid z ¢ polarizzato linearmente
lungo una direzione che forma I'angolo 6 con la direzione privilegiata del
Polaroid, lo stato del fotone prima del Polaroid & descritto dalla:

|z > cosf+ |y > sinf

Pertanto, la probabilita che il fotone attraversi il Polaroid z & uguale a
cos 0% L’intensitd del fascio sara quindi ridotta dal Polaroid dello stesso
fattore. Si ritrova cosi la legge di Malus.

Consideriamo ora un fascio di fotoni polarizzato linearmente che in-
cide perpendicolarmente su una lamina a quarto d’onda di calcite: sia
6 'angolo che la direzione di polarizzzazione del fotone forma con 1'asse
ottico della lamina (figura 9.5). Indicando con | z; > lo stato di polariz-

7'

»
L

y

Figura 9.5: un fotone polarizzato linearmente e descritto da |z, > incide
perpendicolarmente su di una lamina di calcite a quarto d’onda. Nella figura
g > 0.

zazione di un fotone incidente, si avr:
|z; >= |z > cosf+ |y >sinf

Usando le (9.29), e tenendo conto che la lamina di calcite a quarto d’onda
introduce un ritardo di fase di 7/2 nello stato | y >, si ottiene per lo stato
del fotone uscente:
; i , 1 :
|z, >= —| R > (cos 6 +sind) + —=| L > (cos 8 — sin 6)

V2 V2
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Questa equazione mostra che il fotone uscente sara |R > o | L > con le
seguenti probabilita.:

|
Pl{R%) = §+sin6(:os€

P(|L>) = -;— —sinfcosf
che dipendono dall’angolo §. Per = 7/4 il fotone ha probability 1 dj
essere | R >; viceversa, per § = —r /4, il fotone ha, probabilita 1 di essere
| L >. L'onda uscente sara quindi, in generale, polarizzata ellitticamente
in senso destrorso o sinistrorso a seconda che P(|R >) > P(IL ») ¢
viceversa. Per § = /4 la polarizzazione dell’onda sara circolare destror-
sa; per 0 = —7 /4 la polarizzazione dell’onda, sard circolare sinistrorsa.

9.3.2 Misura della polarizzazione dj un fascio di fo-
toni

Supponiamo che un fascio di fotoni emessi incida perpendicolarmente sy
un Polaroid. Se facciamo ruotare il Polaroid attraverso un angolo di 2r
ed osserviamo l'intensitd del fascio all’'uscita del Polaroid, si potranno
verificare tre situazioni:

1. L%ntensitda varia passando attraverso due massimi e due minimi
nulli:* il fascio incidente & polarizzato linearmente.

2. L’intensita varia passando attraverso due massimi e due minimi
non nulli: il fascio incidente & polarizzato ellitticamente.

3. L'intensita del fascio non cambia ruotando il Polaroid: il fascio
incidente non & polarizzato (3a) oppure la sua polarizzazione & cir-
colare (3b). Per distingure tra queste due possibilitd bisogna far
passare il fascio prima attraverso una lamina a quarto d’onda e,
successivamente, attraverso un Polaroid: se il fascio incidente non
e polarizzato, esso sara non polarizzato anche dopo la lamina, e,

“T due minimi sono nulli solo se il Polaroid & ideale.
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ruotando il Polaroid finale, lintensity del fascio uscente rimarra
costante. Se il fascio incidente & polarizzato circolarmente, esso u-
scira dalla lamina polarizzato rettilineamente lungo una delle due
direzioni perpendicolari che formano con 'asse ottico della lamina,
un angolo di +/4, a seconda che la polarizzazione sia, destrorsa o
sinistrorsa (si veda la tabella 9.1): Pintensit del fascio uscente dal
Polaroid finale presentera due massimi e due minimi nulli.

Dunque, in generale, un Polaroid non & sufficiente per individuare la
polarizzazione di un fascio di fotoni. Tuttavia, usando anche una lamina,
a quarto d'onda, & possibile determinare senza, ambiguita lo stato di
polarizzazione del fascio incidente.

Nel capitolo iniziale si & detto che una “misura” &, in generale, una
Interazione tra il quid che, nel mondo, corrisponde all’entit teorica di cui
si vuole misurare una proprietd (grandezza fisica) e 'apparato di misura.
Pertanto, gli esperimenti necessari per individuare la polarizzazione di
un fascio di fotoni sono delle “misure” che possiedono una caratteris-
tica particolare: modificano le proprieta fisiche dei fotoni. Infatti, in
ciascuna delle misure, una parte dei fotoni viene assorbita; i fotoni che
attraversano l'intero apparato di misura perdono, se lo possedevano, il
loro momento angolare. La relazione tra predizione teorica ed esito della
misura € complesso:

a) la teoria & in grado solamente di predire la probabilita dei possibili
esiti della misura per quanto concerne il singolo fotone;

b) la misura modifica lo stato di polarizzazione dei fotoni che ‘soprav-
vivono’.

9.3.3 Luce e momento angolare

Nelle due sezioni precedenti abbiamo correlato le proprieta di polariz-
zazione della luce descritta come un’onda elettromagnetica allo spin dei
fotoni. Lo spin dei fotoni & una proprieta descritta dalla meccanica quan-
tistica. Abbiamo quindi posto in relazione due descrizioni completamente
differenti: la teoria elettromagnetica (del continuo) di Maxwell e quella
quantistica (del discreto).
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Va tuttavia ricordato che la teoria dj Maxwell prevede che ad un’onda,
elettromagnetica sia, associato, oltre che una quantity di moto, anche
un momento angolare. Il valore di questo dipende dalla distribuzio-
ne spaziale della quantita di moto associata, allonda, infatti & definito
dall'equazione (4.29) che trascriviamo:

J=7x§=eolf x (E x B)]

Nel caso di un’onda plana, 7'¢ sempre nullo, per ragioni di simmetria: il
generico contributo 7 x 7'¢& annullato dal contributo —7 x 7

La trattazione quantistica della radiazione elettromagnetica permette
di descrivere il momento angolare della radiazione come somma dj due
termini: il primo & dovuto allo spin dei fotoni e non dipende quindi
dal vettore posizione 7, il secondo, detto momento angolare orbitale,
dipendendo da 7, dipende dalla distribuzione spaziale della quantita di
moto dei fotoni.

9.3.4 Esperimenti con il momento angolare della
luce

Il primo esperimento che ha posto in evidenza lo spin dei fotoni, connesso
alla polarizzazione dell’onda, & stato condotto da Richard Beth nel 1936
(figura 9.6).° M & una lamina a mezz'onda di calcite sospesa mediante
una fibra di quarzo al punto P. La fibra di quarzo passa attraverso la
lamina fissa a quarto d’onda dj calcite @, la cui superficie superiore e resa
riflettente da uno strato di argento. Un fascio di luce polarizzata circo-
larmente in senso destrorso attraversa, dal basso verso 1'alto, la lamina
M e la lamina Q ed & da questa riflesso verso il basso. Attraversando la,
lamina a mezz’onda M, la luce si trasforma da circolare destrorsa (D) a
circolare sinistrorsa (S) (tabella 9.2): i fotoni incidenti cedono il loro mo-
mento angolare intrinseco destrorso e ne acquisiscono uno sinistrorso; la
lamina M acquisisce quindi un momento angolare destrorso pari a 2% per
ogni fotone che l'attraversa. Attraversando la lamina @ dal basso verso

SR.E. Beth, ‘Mechanical Detection and Measurement, of the Angular Momentum
of Light’, Physical Review, 50, (1936), 115 - 125.
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4
dsh ' Jdeq

Figura 9.6: schema dell’esperimento di Beth. Si veda il testo.

I'alto, la luce si trasforma da (S) in linearmente polarizzata, (tabella 9.1);
la riflessione sullo strato di argento della lamina @ introduce uno sfasa-
mento di 7; quindi, riattraversando la lamina, @ dall’alto verso il basso, la
luce si trasforma da linearmente polarizzata in circolare sinistrorsa (9).
Infine, riattraversando la lamina M, la luce si trasforma da () in (D),
cedendo alla lamina un momento angolare pari a 2% per ogni fotone: la
rotazione della lamina ha lo stesso verso di quella acquisita per effetto del
fascio ascendente. Il fascio di luce & periodicamente interrotto in modo
tale che gli impulsi rotatori trasferiti alla lamina M siano in risonanza,
con il periodo di oscillazione naturale del sistema, Le oscillazioni del si-
stema sono osservate mediante un fascio luminoso riflesso dallo specchio
s.

La progettazione e I’esecuzione dell’esperimento deve tener conto della,
piccolezza del momento angolare del fotone (5 = 1.05 x 1034 Nms) e

degli effetti spuri dovuti al fatto che il fascio di luce non & esattamente
perpendicolare alla lamina M.
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In anni recenti, queste problematiche hanno ricevuto rinnovats, at-
tenzione sia dal punto di vista teorico che sperimentale.b In particolare,
raffinate tecniche sperimentali hanno permesso di studiare il trasferimen-
to del momento angolare da fasci di luce laser ad aggregati molecolari o a
particelle micrometriche (le cui dimensioni sono dell’ordine del micron).
Si & cosl potuto dimostrare che, mentre il momento angolare intrinseco
(spin) dei fotoni pone in rotazione le particelle intorno al loro asse, il mo-
mento angolare associato al fascio pone in rotazione le particelle rispetto
all’asse di simmetria del fascio.

9.3.5 Intermezzo: lo spin dell’elettrone

La trattazione (quantistica) degli stati di polarizzazione dei fotoni sug-
gerisce di riprendere la discussione dell’esperimento di Stern e Gerlach
effettuato con atomi di argento (si veda la sezione 7.6). Lo stato di un
atomo prima del suo ingresso nell’apparato di Stern - Gerlach (SG) &
descritto dalla:

|5 >= %u 1>+ 1>) (9.31)

dove con T e | indichiamo i due statj caratterizzati dal fatto che la com-
ponente del momento angolare dell’atomo che, in questo caso, coincide
con quello intrinseco dell’elettrone di valenza, lungo la direzione 3 (quel-
la del campo magnetico) & +%/2 e —h/2, rispettivamente. In questo
esperimento, la grandezza fisica che entra direttamente in gioco non &
lo spin (momento angolare intrinseco) dell’elettrone di valenza, ma la
componente lungo Z del momento di dipolo magnetico ad esso associato.
Riscriviamo quindi la (9.31), cosi :

1
IM:: >= /,Lgﬁ

6Si veda, ad esempio: L. Allen, M.J. Padgett, M. Babiker, ‘The orbital angular
momentum of light’, Progress in Optics, 39 (1999), 294 - 372.

(= > +]+ >) (9.32)
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dove abbiamo tenuto conto del fatto che il momento di dipolo magnetico
intrinseco dell’elettrone & diretto in senso opposto al suo spin, cio¢ che:

AT & (:t§>
m 2

Il simbolo [- > (|4 >) rappresenta lo stato in cui la componente del
momento di dipolo magnetico lungo 2 & negativo (positivo). La, (9.32)
descrive lo stato dell’elettrone di valenza, dell’atomo di argento, prima del
suo ingresso nell’apparato SG, per quanto concerne la componente del
Suo momento magnetico lungo la direzione 3. Essa afferma che la proba-
bilita che la componente del momento magnetico dell’atomo di argento
lungo I'asse z sia +up o —pB, dopo 'attraversamento dell’apparato SG,
€ 1/2. Ne segue che il fascio di atomi di argento viene suddiviso in due
fasci distinti dall’apparato SG, uno corrispondente a +up, laltro a —p 5.



